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Sucesiones de nimeros reales

Sucesiones convergentes: limite de una sucesion

Tanto en la educacioén secundaria obligatoria como en el bachillerato se habla poco de las suce-
siones de nimeros reales. Si acaso se dedica una unidad didéctica a las progresiones aritméticas
y a las progresiones geométricas. Puesto que las sucesiones de niimeros reales y, sobre todo, el
concepto de convergencia para dichas sucesiones, son fundamentales para el estudio de las fun-
ciones reales de variable real, sobre todo en un primer curso universitario, vamos a desarrollar
en este articulo los conceptos basicos relacionados con las sucesiones de niimeros reales y con la
convergencia de sucesiones dando, en este tltimo caso, la definicién mds cldsica de sucesién con-
vergente y de limite de una sucesién. Intentaremos hacerlo con un lenguaje claro, sobre todo para
que el alumno de bachillerato que se acerca a un grado de ciencias adquiera cierta familiaridad
con estos nuevos conceptos.

Definicién.

Si A es un conjunto no vacio, llamaremos sucesion de elementos de A a toda aplicaciéon del conjun-
to IN de los nimeros naturales en A. En particular una sucesién de niimeros reales es, por definicién,
una aplicacion de N en IR.

Hemos de fijar nuestra atencién en que para definir una sucesién de nimeros reales basta con

asociar a cada ntimero natural un ntmero real. Si para cada natural n, x, es un ntimero real,

notaremos {x, } a la sucesién f : N — R definida por

f(n) =x,, Vn €N
Asi, por ejemplo, {%} es la sucesion f : N — R definida por
1
f(n) = e Vn e N

. . 1 1
sucesion que asocia al ntiimero natural 1 el nidmero 1= 1, al nimero natural 2 el nimero 5 al

1 .
ntmero natural 3 el ntimero 3 Y ast sucesivamente.

Al ntimero real x, se le llama término n-ésimo de la sucesién {x, }. Es importante distinguir entre
la sucesion {x,} (que es una aplicacién) y el conjunto {x, : n € N} de sus términos (que es la
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imagen de la aplicacion). Podemos pensar por ejemplo que las sucesiones {x,} e {y,} definidas

por
x1=0,x=x3=...=1

yvi=1,yp=y3=...=0
son tales que {x, : n € N} = {y, : n € N} = {0, 1} mientras que claramente {x,} # {y.}.

Sucesiones convergentes

Definicién.

Se dice que una sucesion {x,} de nimeros reales es convergente si existe un namero real x con la
siguiente propiedad: dado un ntimero real y positivo ¢ arbitrario, siempre puede encontrarse un
numero natural m (que dependera del ¢ elegido), tal que si n es cualquier natural mayor o igual
que m se tiene |x, — x| < € (0 equivalentemente x — ¢ < x, < x + ¢, segun las propiedades del
valor absoluto). Dicho de otra forma, cualquiera sea ¢ € R, todos los términos de la sucesién,
salvo los correspondientes a un conjunto finito de naturales, estdin comprendidos entre x — ey
x + ¢, entendiéndose que dicho conjunto finito de ntimeros naturales dependerd en general del
nimero positivo ¢ elegido.

En caso de que ocurra lo anterior, y queramos destacar el ntimero x cuya existencia se afirma,

diremos que {x, } converge a x y escribiremos {x,} — x. Asi pues, simbdlicamente:
{xp}2x&Ve>0,ImeN:n>2m=|x, —x| <e¢

Merece la pena traducir a lenguaje comun la definicién de sucesién convergente y la simbologia
anterior. Lo que viene a decir es que, si una sucesién converge a un nimero real x, todos los tér-
minos de la sucesion, a partir de uno dado, se encuentran tan cerca como queramos del niimero
x. Obsérvese que tal notacién la podriamos traducir asi: “decir que una sucesion es convergente a un
niimero x es lo mismo que decir que, dado un niimero positivo cualquiera (por pequefio que este sea), la
distancia entre infinitos términos de la sucesion y el niimero x es mds pequefia que el niimero escogido” .
Como siempre, la notaciéon matemaética, a pesar de suponer en principio un pequefio “shock” al
que la lee por vez primera, es fundamental para poder demostrar que una determinada sucesién
es convergente, o para demostrar otras propiedades de las sucesiones convergentes como vere-
mos en un articulo posterior.

Antes de ver algunos ejemplos concretos de sucesiones convergentes y no convergentes, es con-

veniente hacer una observacién importante. Si una sucesion {x,} es convergente, el nimero x al
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que converge la sucesion es tinico (o sea, una sucesién no puede converger a dos ntimeros distin-
tos). Esto no es dificil de demostrar, pues si hubiera otro nimero real y al que la misma sucesién
{x,} también convergiera, tendriamos, segtn la condicién anterior, que dado & > 0 arbitrario, se
cumplirian simultdneamente las dos siguientes condiciones:

€
3m1€N1n>m1:>|xn—x\<§
€
EImZEIN:n>mz:>|yn—x|<5
Entonces, si tomamos n > my y n > my tenemos:
e €
|x_y|:|x—xn+xn—y|<|xn—x|—|—|xn_y|<§+§:€

de donde por ser € un nimero positivo arbitrario deducimos que x = y (obsérvese que hemos
utilizado esta otra propiedad del valor absoluto: |a + b| < |a| + |b|, Va,b € R).

Todo el razonamiento anterior nos permite introducir, por definicidn, el siguiente concepto.

Definicion.
Si {x,} es una sucesioén de ntmeros reales que converge a un ntimero real x, diremos que x es el
limite de la sucesion {x, } y escribiremos lim x, = x como notacion equivalente a {x,} — x.

Ahora es el momento de ver algunos ejemplos concretos sobre el concepto de convergencia de
una sucesion.

. o . 1
Ejemplo 1. Dado un nitimero real y positivo ¢ cualquiera, el nimero E (E) + 1 es claramente
natural (recuerda que, dado un ntiimero real x, E(x) significa “parte entera de x”). Una de las pro-

1 1
piedades de la parte entera nos asegura que - <E (E) + 1. Pues bien, si escogemos el ntimero

1 1 . 1 1
natural m = E | — ] 4+ 1, ocurre que — < m, o lo que es lo mismo, — > — = — < ¢. Por tanto,
€ € 1/¢ m m
. . 1 1
dado cualquier namero natural n € IN cumpliendo que n > m, entonces — < — < e. Acabamos
n o om

de demostrar que:
Vs>0,EImEN:n>m:>‘%—O‘:%<e

1 1 1
es decir, que la sucesion {E} converge a 0: {E} — 0, o bien, lim o= 0.
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Ejemplo 2. Demostremos ahora que la sucesion {n} no es convergente. Razonaremos por reduc-
cion al absurdo. Si existiera x € R tal que {n} — x, entonces:

Ve>0,dmeN:n>m=x—e<n<x-+e

pero esto es absurdo pues IN no estd mayorado. Asi pues la sucesién {7} no es convergente.

Ejemplo 3. La sucesion {(—1)"} tampoco es convergente. Razonaremos también por reduccién al
absurdo. Supongamos que existiera x € R tal que {(—1)"} — x. Entonces

Ve>0,dmeN:n>m=[(-1)"—x| <e
Ahora consideremos tres casos.

1. x = 0. Entonces |(—1)"| < ¢ = 1 < ¢, que es una contradiccion pues ¢ es un nimero real y
positivo arbitrario.

2. x > 0. En este caso cuando n > m sea impar tendremos que
()" —x|=|-1—-x|=[14+x[=1+x<e
Luego1 < 1+ x < ey vuelve a haber una contradiccién.

3. x < 0. En este caso cuando n > m sea par tendremos que
(-1)"—x|=1—-x|=1—-x<c¢
Esto es otra vez contradictorio pues si x < 0, entonces —x >0y 1—x > 1.

Hemos demostrado pues que la sucesién {(—1)"} no es convergente. Los términos de esta su-
cesion son {—1, 1,-1,1,-1,1,.. } Obsérvese que si tomamos siempre n impar la sucesion se
convierte en la sucesién {—1}, constantemente igual a —1; y que si tomamos siempre n par la
sucesion se convierte en la sucesion {1}, constantemente igual a 1. Ambas sucesiones son con-
vergentes por ser constantes, la primera a —1 y la segunda a 1. Esto no es ninguna tonterfa. Una
sucesion {x, } es constante si {x, } = {k}, Vn € N, donde k es un nimero real cualquiera. Es muy
facil demostrar que {x,} = {k} — k. Volviendo a lo anterior, {(—1)"} no es convergente, pero
contiene dos “subsucesiones” convergentes. El concepto de subsucesién o sucesion parcial de una
sucesion lo veremos en otro articulo dedicado a las sucesiones convergentes y sus propiedades.
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n2

2
n-+n-—1
Para poder demostrarlo deberemos de “intuir” el posible limite. El conjunto de los términos de

Ejemplo 4. Demostraremos finalmente que la sucesion {x,} = } es convergente.

esta sucesion es

lglﬁ/E/E/"'

términos que, aparentemente, se “acercan” cada vez mds al ntiimero 1 (lo que sugiere que éste

4 9 16 25
{x1,x2,x3,%4,%5,...} =

sea el limite de la sucesién). Entonces debemos acotar la expresion |x, — 1|. Para ello, como en el

1
ejemplo ntiimero 1, dado un ntmero real y positivo & cualquiera, tomemos m = E (E) +1. Ya

. 1 )
hemos visto que — < ¢. Entonces, dado n € IN cumpliendo que n > m, tenemos:
m

1] = | 1-n |
! Cn24+n—1 o n24n—-1]
. on—1 <n—1_ 1 <1<1<€
S n2+n—-1 "n2-1 n+l1 n m
n? n?
Lo anterior demuestra que la sucesion {m} es convergente y que lim {m} =1

El alumno de bachillerato advertird que el cdlculo del limite de la sucesiéon del ejemplo anterior

se podria llevar a cabo usando las técnicas del cdlculo de limite de funciones, es decir, calculando
2

. » . . . Y7 * 2 x
el limite cuando x tiende a “mads infinito” de la funcién f(x) = m:
x2
lim f(x)= lim ———
x—>+oof( ) x40 x2 4+ x—1

Segtn las técnicas de célculo de limites mencionadas rdpidamente se sabe que el limite anterior
es igual a 1 (limite en el infinito de una funcién racional en el que los grados de numerador y
denominador coinciden: el limite es el cociente de los coeficientes lideres). Esto nos llevara, natu-

2
ralmente, a pensar que {211—} — 1.
n=+n-—1

Pero es justo al contrario. Las técnicas de calculo de limites de funciones reales de variable real
se demuestran usando previamente el concepto de convergencia de una sucesién de ntimeros
reales. De hecho, para definir el concepto de limite funcional, hemos de usar el concepto de su-
cesion convergente. Sin embargo, en el actual bachillerato, se aprende antes a calcular limites de
funciones que de sucesiones, y ello sin ni siquiera conocer con cierto rigor el concepto de limite.
Este articulo ha pretendido arrojar luz sobre el significado de limite en matematicas. Y para ello,
quizéas lo més adecuado sea empezar por el concepto de sucesién convergente.
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